PROBLEMA TEORICO N. 1

L’EVOLUZIONE DEL SISTEMA TERRA-LUNA

Si può determinare con grande precisione la distanza Terra-Luna. Questo risultato si ottiene puntando un raggio laser verso uno specchio appositamente collocato sulla superficie della Luna dagli astronauti nel 1969 e misurando il tempo di andata e ritorno della luce del laser (vedi la figura 1).
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Ripetendo questo tipo di rilevazioni, si è trovato che la Luna si sta allontanando lentamente dalla Terra, ovvero la distanza Terra-Luna sta aumentando nel tempo. Ciò accade perché la risultante dei momenti delle forze delle maree opera un trasferimento di momento angolare (momento della quantità di moto) dalla Terra alla Luna (vedi la figura 2). 


Risolvendo questo problema, potrai calcolare i parametri principali che descrivono questo fenomeno.
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1. Conservazione del momento angolare.

 Sia 
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 il momento angolare del sistema Terra-Luna adesso, cioè in questo momento di tempo. Si facciano, ora, le seguenti assunzioni: i) 
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 si ottiene dalla soma del momento angolare del moto rotatorio della terra su se stessa e quello del moto rotatorio della Luna attorno alla Terra; ii) l’orbita della Luna è circolare e la Luna stessa può essere considerata puntiforme; iii) l’asse di rotazione della Terra e quello di rivoluzione della Luna attorno alla Terra sono paralleli e perpendicolari al piano dell’orbita lunare; iv) per semplificare i calcoli, il moto circolare della Luna avviene attorno al centro della Terra e non attorno al centro di massa. In tutto il problema, tutti i momenti d’inerzia, i momenti delle forze e i momenti angolari sono definiti rispetto all’asse della Terra; v) l’influenza del sole viene trascurata. 
	1a
	Ricava la formula che esprime adesso, cioè in questo momento di tempo, il momento angolare totale del sistema Terra-Luna. Esprimi il risultato in funzione: a) del momento d’inerzia,
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, della Terra; b) della velocità angolare, 
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, della Terra in questo momento di tempo; c) il momento d’inerzia della Luna,
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, in questo momento di tempo, rispetto all’asse di rotazione terrestre; d) la velocità angolare della Luna, 
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, in questo momento di tempo.
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Il processo di trasferimento di momento angolare terminerà quando il periodo di rotazione della Terra e il periodo di rivoluzione della Luna attorno alla Terra saranno uguali. In quel momento i due massimi di marea saranno allineati con i centri della Terra e della Luna e il momento delle forze sarà nullo. 

	1b
	Ricava la formula che esprime il momento angolare totale finale del sistema Terra-Luna, 
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, quando viene a cessare, cioè, il traferimento del momento angolare. Le assunzioni da fare per sviluppare il calcolo sono le stesse indicate prima della domanda 1a. Esprimi il risultato in funzione: a) del momento d’inerzia della Terra, 
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; b) della velocità angolare, 
[image: image11.wmf]2

w

, della Terra nella rotazione su se stessa e della Luna nella rotazione attorno alla Terra; c) il momento d’inerzia finale della Luna, 
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	1c
	Trascurando il contributo della rotazione della Terra al momento angolare finale totale, ricava la formula che esprime, in questa situazione, la conservazione  del momento angolare.
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2. Distanza finale e velocità angolare finale del sistema Terra-Luna.

Si assuma che valgano sempre le equazioni della gravitazione universale e della meccanica newtoniana per un’orbita circolare, in particolare per l’orbita della Luna attorno alla Terra. Si trascuri il contributo della rotazione della Terra al momento angolare finale totale.
	2a
	Ricava, nello stato finale, la formula del moto circolare della Luna attorno alla Terra dovuto alla forza di gravità. Esprimi il risultato in funzione di 
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 è la massa della Terra e G la costante gravitazionale.
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	2b
	Ricava l’espressione della distanza, 
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, tra la Terra e la Luna alla fine del processo. Esprimi il risultato in funzione dei parametri noti 
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 (momento angolare totale), 
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 (rispettivamente le masse della Terra e della Luna) e della costante di gravitazione 
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	2c
	Ricava l’espressione della velocità angolare finale, 
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, della Terra e della Luna al termine del processo. Esprimi il risultato in funzione dei parametri noti 
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Di seguito si domanda di calcolare i valori numerici di 
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. Per fare ciò serve calcolare il momento d’inerzia della Terra. 
	2d
	Ricava la formula del momento d’inerzia, 
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, della Terra, supponendo che sia una sfera avente densità omogenea 
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 nei punti che vanno dalla distanza 0 fino ad una distanza 
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 dal centro e avente la densità omogenea 
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 per i punti con distanza dal centro compresa fra 
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, il raggio della superficie terrestre (vedi la figura 3). 
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Si richiede di calcolare i valori numerici in tutto il problema sempre con due cifre significative. 

	2e
	Calcola il momento d’inerzia della terra, 
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Le masse della Terra e della Luna sono, rispettivamente, 
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kg. La distanza Terra-Luna in questo momento di tempo è 
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m. La velocità di rotazione della Terra è, in questo momento,  
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s-1. La velocità con cui la Luna ruota attualmente attorno alla Terra è 
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s-1, la costante di gravitazione universale è 
[image: image47.wmf]11

10

7

.

6

-

´

=

G

m3 kg-1 s-2.
	2f
	Calcola il valore numerico del momento angolare totale, 
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	2g
	Calcola il valore numerico della distanza finale, 
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, che separa Terra e Luna esprimendo il risultato sia in metri che in unità pari alla distanza attuale 
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	2h
	Calcola il valore numerico della velocità angolare finale, 
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, esprimendo il risultato in s-1 e calcola la durata del giorno usando la durata del giorno attuale come unità di misura.
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A questo punto si chiede di verificare che l’approssimazione fatta di trascurare la rotazione terrestre nel calcolo del momento angolare totale finale è accettabile. Per farlo si calcola il rapporto tra il momento angolare della Terra e quello della luna: dovrebbe risultarne una quantità piccola. 

	2i
	Calcola il valore numerico del rapporto tra i momenti angolari finali della Terra e della Luna. 
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3. Quanto si allontana la Luna in un anno?

Adesso si chiede di calcolare quanto la Luna si allontana dalla Terra in un anno. Per prima cosa è necessario ricavare una formula per calcolare il momento delle forze che agiscono in questo momento sulla Luna. A tale scopo si supponga che i due rigonfiamenti sulla Terra generati dai due massimi di marea si possano considerare come due punti materiali di massa m ciascuno situato sulla superficie della Terra (vedi la figura 4). Sia 
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 l’angolo tra la retta che congiunge i punti di massa m e la retta che congiunge i centri della Terra e della Luna. 
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	Calcola 
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, il modulo della forza generata sulla Luna dalla massa puntiforme m ad essa più vicina procedendo algebricamente senza approssimazioni. 
	0.4


	3b
	Calcola
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, il modulo della forza generata sulla Luna dalla massa puntiforme m da essa più lontana procedendo algebricamente senza approssimazioni. 
	0.4


A questo punto si può calcolare il momento prodotto dalle due masse m per via algebrica e, per ora, senza fare approssimazioni. 

	3c
	Calcola il modulo di 
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, il momento prodotto dalla massa più vicina alla Luna. 
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	3d
	Calcola il modulo di 
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, il momento prodotto dalla massa più lontana dalla Luna.
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	3e
	Calcola un’espressione algebrica per il modulo del momento risultante, 
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, a questo punto si deve approssimare il risultato ottenuto al più piccolo ordine significativo 
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	3f
	Calcola ora il valore numerico del modulo del momento risultante 
[image: image64.wmf]t

, sapendo che 
[image: image65.wmf]o

3

=

q

 ed 
[image: image66.wmf]16

10

6

.

3

´

=

m

 kg  (si noti che questa massa è circa 
[image: image67.wmf]8

10

-

volte la massa della Terra).
	0.5


Poiché il momento di una forza è la derivata del momento angolare rispetto al tempo, si richiede di calcolare l’aumento della distanza Terra-Luna in un anno, nel momento attuale del moto. Perciò è necessario esprimere il momento angolare della Luna nel momento attuale del moto in funzione solo di 
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	3g
	Trova di quanto aumenta la distanza Terra-Luna in un anno a partire dalla configurazione attuale del sistema. 
	1.0


Infine si procede a determinare di quanto aumenta la durata di un giorno in un anno a partire dallo stato attuale. 

	3h
	Trova di quanto diminuisce la velocità angolare della Terra, 
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, in un anno e di quanto aumenta di conseguenza la durata di un giorno. 
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4. Dov’è l’energia meccanica che manca al bilancio?

Mentre il momento angolare del sistema si conserva, l’energia meccanica totale (la somma dell’energia rotazionale e di quella gravitazionale) non resta costante. Si analizza questo aspetto del problema in questa sezione. 

	4a
	Ricava un’espressione per l’energia meccanica totale, E, (rotazionale e gravitazionale) del sistema Terra-Luna nel momento attuale del moto. Esprimi il risultato solo in funzione di 
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	4b
	Ricava un’espressione per esprimere la variazione di energia 
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. Calcola il valore numerico di 
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 in un anno, adoperando le variazioni di 
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 calcolate nei punti 3g e 3h. 
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La prossima parte del problema consente di verificare che la diminuzione di energia meccanica è consistente con una stima  dell’energia dissipata in calore nelle maree che la Luna produce sulla Terra. In questa stima si assume che l’aumento medio del livello marino per effetto della marea sia 0.5 m, cioè che uno strato d’acqua di 
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  0.5 m copra tutta la superficie della Terra (per semplicità si suppone che tutta la superficie della terra sia ricoperta d’acqua). Inoltre questo accade due volte al giorno. Si suppone, anche, che il 10% dell’energia gravitazionale venga dissipato come calore generato per viscosità quando la marea decresce. La densità dell’acqua è 
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 kg m-3, e l’accelerazione di gravità sulla superficie della Terra è 
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	4c
	Quanto vale la massa di questo strato superficiale di acqua? 
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	4d
	Calcola quanta energia viene dissipata in un anno. Confronta questo valore con l’energia meccanica persa in un anno dal sistema Terra-Luna mel momento di moto attuale. 
	0.3


Figura 1. Un raggio laser puntato da un osservatorio viene adoperato per misurare con accuratezza la distanza tra la terra e la luna.








Figura 4.  Disegno schematico da utilizzare per calcolare  il momento delle forze sulla Luna generato dalle due masse m sulla superficie terrestre. Il disegno non è in scala.





Figura 3. La Terra è una sfera avente due densità � EMBED Equation.3  ��� and � EMBED Equation.3  ���.








Figura 2. L’attrazione gravitazionale della Luna produce due massimi di marea che si presentano come due rigonfiamenti sulla superficie terrestre. A causa della rotazione terrestre, la linea che congiunge i due massimi di marea passando per il centro della Terra non passa anche per il centro della Luna. Il fatto che la linea congiungente i massimi di marea e quella che passa per i centri di Terra e Luna non siano coincidenti produce il momento di una forza che è causa del trasferimento del momento angolare dal moto rotatorio della Terra su se stessa al moto della Luna attorno alla Terra. Il disegno non è in scala
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