lone Gara Nazionale - Prova teorica, Senigallia (AN)
venerdi 17 aprile 2026

PROBLEMA n. 1 — Il fischio del treno

Quesito n. 1.

La frequenza registrata dal sensore differisce da quella emessa dalla sorgente in moto a causa dell’effetto Doppler.

Sia T' = 1/ fo il periodo dell’onda sonora emessa dalla sorgente. Nel tempo T la
sorgente S ha percorso un tratto s = vT', mentre il fronte d’onda ha percorso verso
l’osservatore posto nella direzione di P un tratto L = ¢T" > s. La distanza £ tra il
fronte d’onda e quello successivo che sta per essere emesso vale ¢ = L—s = (¢—v)T
che ¢ la lunghezza d’onda del segnale ricevuto.

Di conseguenza la frequenza registrata e

_¢c_ c __Jo
! ¢ (c—v)T 1—v/c>f0'

La frequenza registrata al sensore & maggiore della frequenza emessa dalla sorgente.

Quesito n. 2.

Il caso generale € mostrato in figura.

Come sopra, nel tempo T la sorgente S ha percorso un tratto s = v7T', mentre il
fronte d’onda ha percorso verso 'osservatore lontano, nella direzione di P, un tratto
L = ¢T'. La distanza £ tra il fronte d’onda e quello successivo, che sta per essere
emesso dalla sorgente, ¢ £ = L — scos¢ = (¢ —wvcosp)T. Di conseguenza la frequenza
registrata dipende dall’angolo ¢ ed ¢

_¢_ c _ fo
) = 0 (c—vcos)T 1—(v/c)cosg’

Se la sorgente di avvicina al sensore cos ¢ > 0 = f(¢) > fo ed @ massima per ¢ = 0: frax = f(0) = fo/(1—v/c).
Se la sorgente si allontana dal sensore cos ¢ < 0= f(¢) < fy ed € minima per ¢ = 7 fmin = f(7) = fo/(1+v/c).

Infine, se ¢ = 7/2 (la sorgente si muove perpendicolarmente alla direzione del sensore, come anche nel caso
© = 3n/2) allora f = fj.
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Quesito n. 3.

In figura e mostrata la posizione del sensore A nel sistema
Y M, cartesiano richiesto. Per quanto visto sopra i punti M;
e My sono quelli nei quali il treno si avvicina e, rispetti-
vamente, si allontana dal sensore con angolo rispettiva-
mente pariap =0ep =m.

>
g

o . Nei due punti M; e Mj si ha
a
Jo
M) = max —
O A f(M1) = fa, 1—v/c
fo

f(MQ) - fA,min - T’U/C

dove le frequenze massime e minime registrate dal sensore
A, si ricavano dal grafico

Famax = 1.65kHz e famim = 1.10kHz.

M

\

Quesito n. 4.

Risolvendo il sistema scritto sopra nelle incognite fy e v si ricava

v v . v
fO = fA,max (1 - E) = fA,min (1 + E) da cui E (fA,max + fA,min) = fA,max - fA,min

v = Jhmex = Famin Lo go -1 RISPOSTE VALIDE = | 68.0ms™!, 68ms™"
fA,max + fA,min 5

E infine, sostituendo v,

4

6
fo = = Famax = £ Faumin = 132KHz. RISPOSTA VALIDA =

Quesito n. 5.
Dal grafico si puo ricavare il periodo del moto del treno, corrispondente al periodo delle curve registrate, 7' = 36s.
Avendo trovato la velocita del treno si puo scrivere

T
oty =0T = r= % —389.61m. RISPOSTA VALIDA =

Y
Per determinare le distanze occorre ricavare il valore dell’angolo « in figura.

Sia 7 il tempo che il treno impiega a percorrere il tratto M;Ms,. Dato che i due punti sono alla stessa
distanza da A, il ritardo dovuto alla propagazione del segnale ¢ uguale e dunque 7 si puo ricavare direttamente
dal grafico come la distanza temporale tra i punti di massimo e minimo della curva registrata e si ottiene (v.
figura al quesito 3.)

T . T T
TA:9S:Z da cui 204—5 = a—z.
Da questo si ha
r
= = V2r = 550. RISPOSTA VALIDA
0= —— =V2r=5509m SPOS =| 551m |
MiA =7 tga =r =389.61m. RISPOSTA VALIDA =

Quesito n. 6.

Per qualunque posizione posta all’esterno del tracciato i valori massimo e minimo della frequenza registrata
sarebbero uguali a quelli visti sopra, dunque il sensore B deve essere all’interno.
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A A
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B b X B b @ X
N

Nella figura a sinistra ¢ indicato il punto B a distanza b dal centro O e ’angolo ¢ in un posizione generica del
treno N, individuata dall’angolo (.
Per il teorema dei seni, applicato al triangolo NOB,

sen(%—go) :gsen(ﬂ'—ﬁ—g—f—@) cioe coscp:gcos(ﬁ—go)

dalla quale si ricava che cos ¢ & massimo per ¢ = 3, ovvero quando ’angolo in B & retto, come mostrato nella
figura a destra; il punto corrispondente, dove si trova il treno, & Nj.

Simmetricamente cos ¢ € minimo quando I’angolo in B & retto e il treno si trova in No, simmetrico di Ny rispetto
alla retta OB.

In queste posizioni le frequenze massima e minima valgono rispettivamente
Jo
f(Nl) == .fB,max -
1—(v/c)(b/r)
Jo
> min
T /e

come appare nel grafico dato.

< fA,max

f<N2) = fB,min =

Quesito n. 7.

Di nuovo, per la simmetria dei punti N7 e Ny il ritardo di propagazione del segnale ¢ uguale nei due casi e
I’angolo 3 si puo ricavare dal grafico della curva B come fatto per quello del sensore A. Si trova ancora

T . U T
TB—9b—Z da cui 26—5 = ﬂ—z.
Ne segue
b=rcosp=Y2r = Lo o505 NiB=b RISPOSTA VALIDA = | 275m |
=7 CoSp = 27"—2(1— . m e 1D = m

Quesito n. 8.

La figura mostra la situazione nel suo insieme dove, fissata la
posizione di A resta da determinare quella di B, data dall’an-

golo AOB.

Essendo o = B si osserva che

a4+ AOB=M,ON, +8 = AOB=M,ON, =0

che puo essere ricavato dal grafico dato nel testo, trovando il
tempo impiegato dal treno 7. per percorrere I’arco corrispon-
dente;

Si deve ora osservare che 7., non ¢ quello ricavato direttamente come intervallo tra un massimo della curva A e

il successivo massimo della curva B in quanto i ritardi dovuti alla propagazione del segnale adesso sono diversi;
tuttavia avendo gia trovato le distanze M;A e N1B questi sono

M, A N.B

Aty = e Atg = —.
c

c
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Si ha quindi

Tr = Tmis + Aty — Atg = QZB(Tmis-l-AtA—AtB) dove
r

Tmis = 128 =T/3 & quello misurato sul grafico.

v (T r—0» o R
0—— ( +— ) — 2.153rad = 123.36° . RISPOSTA VALIDA —

Infine applicando la legge del coseno al triangolo AOB

L =+/a%+ b2 — 2abcosf = 739.203m . RISPOSTA VALIDA = .

PROBLEMA n. 2 — Tre-in-uno

A - Condensatore Bottiglia di Leida

Quesito n. 1.

Area della superficie rilevante del vetro, cioé quella ricoperta dall’alluminio:
A = nr? 4 2nrh = 7r(r + 2h).

Per il piccolo spessore del vetro si assume che il campo elettrico tra le armature sia ovunque perpendicolare a
queste e dunque la capacita ¢ assimilabile a quella di un condensatore piano

mr(r + 2h)

C = gper ¥

= €0&r

- — 1.9021 nF. RISPOSTA VALIDA =

Quesito n. 2.

La carica massima e legata alla rigidita dielettrica del vetro

Qmax = C Viax = C Epax d = 1.1413 x 1074 C.. RISPOSTA VALIDA = | 1.14 x 107*C 114 uC

Quesito n. 3.

Dalla legge di scarica

Qmax

Q = Qmax eit/(RC) = t=—-RCn Q = RC In

max

= RC In1000 = 1.3139 us.

RISPOSTA VALIDA = | 1.31us
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B - Volo di una carica puntiforme

Quesito n. 1.

Il campo tra le due sfere e il campo centrale di una carica puntiforme, per cui il potenziale, in funzione della
distanza dal centro r, e

Q A

V = =
(r) dmeg T r

dove @ ¢ la carica sull’anodo e A & una costante da determinare. Poiché

1 1 —
AV — Q <_):Ab a = A= ab AV per cui

dmeg \a b ab b—a
ab AV
Vi) = b—a 1

Per la conservazione dell’energia, quando la particella ¢ a distanza r

1 9 B 1 2,y ab 1 1 B b a
§mv(r)+qV(r)—qV(a) = 5 M (T)_b—a<a r)qAV_qub—a (1 r)
da cui
_ [2qAV b ay / a _ [2kbAV _q
v(r) = — (1—;)—1}0 1—; con vy = b k_m.
Utilizzando la condizione b > a si ha che
Vo — 2k AV .
Quesito n. 2.
dr dr dr
v=— = dt=—=——rrr.
dt v a
Vo 1— -
r
Utilizzando 'integrale dato nel testo
d
/7:8:\/x(x—a)—i—aln(\/%—kvx—a)—&—c
V1—a/z
conx=rer>a,sitrova
1 od 1 " Vb 4+
r + —a
T=—[|——=— |Vrir—a)+aln(vVr++Vr—a = — bb—a)+aln ——| .
Uo/\/l—a/r Uo[ ( ) (vr )}a Uol ( ) Va

Sostituendo i dati numerici, si ha

T = 0.3224 ms RISPOSTA VALIDA =

Utilizzando di nuovo la condizione b > a si trova infine
1

— |b+aln (2\F>] , da cui
\/2k AV a
T = 0.3257ms . RISPOSTA VALIDA =

T ~
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C - Correnti indotte in anello che cade

Quesito n. 1.

Tra le infinite superfici che hanno come contorno ’anello si sceglie quella piana. Il vettore area A associato a
questa superficie ha modulo A = mR? e direzione ortogonale al piano dell’anello; poiché & richiesto il modulo
della f.e.m., non ha importanza la scelta del verso ma, per comodita, si supponga che, quando ’anello ha ruotato
di un angolo 6, anche ’angolo tra B e A sia 6. Il flusso magnetico concatenato con I'anello & quindi

®,(B)=B-A=nR?B cos(t).
In modulo, la f.e.m. indotta & allora

dcos(t) do(t)
| = grR2B |22 —_— .
a |~ dt at

Occorre adesso determinare la velocita angolare w in funzione di 6 e per questo si puo utilizzare la conservazione
dell’energia meccanica, avendo fatto l'ipotesi che gli effetti della corrente indotta siano trascurabili.

In assenza di attrito, durante la caduta I’energia potenziale viene convertita in energia cinetica rotazionale.
Quando l’anello & caduto di un angolo 6, esso ha raggiunto una velocita angolare w data dalla equazione

|E1] = =7R?Bwsenf(t) con w=

1 1
MgR:MgR0059+§Iw2 = ifwzzMgR(].—COSQ). (1)
Per il teorema di Huygens-Steiner (detto anche teorema degli assi paralleli), il momento d’inerzia I di un corpo
rigido rispetto a un asse e
I=1I,+ Md*

dove I}, ¢ il momento d’inerzia calcolato rispetto a un asse passante per il baricentro del corpo, parallelo all’asse
dato, e d la distanza tra i due assi paralleli. In questo caso dunque
1 3
I= §MR2+MR2 = 5MR?.

Utilizzando questa espressione nella (1) si ottiene

4g(1 — cos ) 4g(1 — cos9)
2
_ g @ 7 0 _ 4g(1 —cosb)
. 3R = w(0) o7
e il modulo della f.e.m. indotta risulta
4g(1 — cos O
|gI|:7TR2.BW Sen9:7TRQB sen %

Quesito n. 2.

La corrente richiesta & I = &;/r, dove la resistenza r ¢ data da r = p(2rR/S5).

Per trovare il valore massimo di I in funzione di € occorre trovare il massimo della funzione f(6) = w(6) sen 6
per 6 tra 0 e 90°. Per questo ¢ sufficiente notare che entrambi i fattori, in questo intervallo, sono crescenti con
0, per cui il massimo si avra per 8 = 90°, cioe quando 'anello urta contro il pavimento orizzontale.

Se non si fa questa osservazione, la funzione da studiare, a meno di fattori costanti, &

1) = n9\/49(1;R0) _ \/4g<1 — o 0~ o).

Ovviamente il massimo di questa funzione coincide con il massimo di (1 — cos? 8)(1 — cos ).

Ponendo cos f = x, questo equivale a cercare il massimo della funzione y(z) = (1—-2?)(1—-2) = 1 —x—2%+23
nell’intervallo tra 0 e 1. Calcolando la derivata prima e seconda

dy 2 d*y

— =3z -2z —1; —5 =6x—2
dx ' da?

si trova che la prima ha radici -1/3 e 1; queste corrispondono rispettivamente a un massimo e un minimo relativi
della funzione. La y(x) & sempre decrescente nell’intervallo tra 0 e 1, dunque il massimo si avra per « = 0, che
corrisponde a 6 = 90°, come sopra.

Infine, operando le necessarie sostituzioni, si trova

SB\/gR/3
[=22VIT2 31961 mA. RISPOSTA VALIDA = | 32.0mA
7
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Quesito n. 3.

Confronto dei momenti meccanici dovuti all’interazione magnetica con la corrente indotta e a quella gravitazi-
onale; i valori massimi si hanno quando 'anello raggiunge il suolo.

Mg =mgR =216(RS)gR = 21R%6S g M, =B =nR*IB

Mw  7RIB  IB
= Mm =17 107 RISPOSTA VALIDA = | 1.04 x 10~
"= WM, T 2rR?6Sg ~ 268g o010 SPOS - -

Pertanto il momento torcente dovuto al campo magnetico & effettivamente trascurabile.

=

PROBLEMA n. 3 — Oscillazioni di un fluido

Quesito n. 1.

Per la legge di Stevino, si ha
p=po+pgh.

dove pg & la pressione atmosferica.

Quesito n. 2.

La condizione di equilibrio, ovvero 'uguaglianza delle pressioni relative ai singoli bracci,

p1+ pg(h — 20) = po + pg(h + 20) ,
da culi si ricava
P1 — Po po

zo =
2pg

Quesito n. 3.

L’energia potenziale del sistema puo essere espressa come Epor = mgzcdm, dove m = pAL ¢ la massa del fluido
e zcgdMm rappresenta la quota del centro di massa rispetto alla parte piu bassa del tubo.

Per la definizione di centro di massa, quest’ultima vale

2CdM = % (; (h—20)(h = 20)pA + 5 (h + 20)(h + Zo)pA>

Infatti, scegliendo lo zero dell’energia potenziale sul tratto orizzontale, quest’ultimo si puo ignorare. Le masse
di fluido contenute nel braccio sinistro e destro sono, rispettivamente, pA(h — zg) e pA(h + 2p), e 1 loro centri
di massa si trovano a meta della loro altezza, ossia a quota % (h — z) e 2 (h + ).

Sviluppando i prodotti all’interno della parentesi, si ottiene

1 1
2CdM = AL [ pA(h? — 2hzg + 23) + ipA(h2 + 2hzy + zg)} =

h% + 22

7 —(2h? +223) = T

2
Segue che

Epor = pAg(h? + 23).

Quesito n. 4.

In assenza di fenomeni dissipativi (si & supposto che il fluido non sia viscoso e che non si verifichi alcun tipo di
turbolenza al suo interno), si usa la conservazione dell’energia meccanica del sistema
1
E = §m732 + pAg(h? + 22);
derivando rispetto al tempo, si ottiene

_oPA9 _,pAg _ 2
m pAL L

che & 'equazione di un oscillatore armonico. Imponendo che z|;—g = 2o, si ottiene

0=m3%+2pAgz: = 2+w?’z2=0 con w’

2(t) = zp coswt = zg cos ( 29/Lt) .
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Un modo alternativo & quello di usare la seconda legge della dinamica applicata all’intero fluido (tutti gli elementi
del fluido, ad ogni istante, si muovono con la stessa velocita e accelerazione in modulo), dove la forza di richiamo
¢ data dalla differenza di peso delle due sezioni verticali del tubo, pari al peso di un cilindretto di altezza 2z(¢);
assumendo come positivo il verso di spostamento del fluido da sinistra a destra, si ha

F(z) = [po + pgA(h — 2)] — [po + pgA(h + 2)] = —2pgAz da cui

mZ = —2pgAz(t), dove m = pAL ¢ la massa del fluido.

Quesito n. 5.

Premessa generale, valida da ora fino alla fine del problema.
Come detto nel testo, in questo scenario dinamico non ¢ possibile usare la legge di Stevino e neppure
lequazione di Bernoulli in quanto manca l’ipotesi di stazionarieta.
Questa equazione dovrebbe essere sostituita dalla sua generalizzazione, valida per flussi non-stazionari,
che si scrive
s do

1
T ds+ p(7) + 5/)112(77) + pgh(7) = costante,
S0

analoga a F' = md, dove il primo termine rappresenta l’accelerazione e 7 identifica la posizione di un
elemento di fluido.

L’analisi e divisa in tre casi, in base ai tre tratti rettilinei del tubo cosi definiti
A: se[0;h—2]
B: se€lh—z;L—h—z]
C: se[L-h—2zL].
Per ciascun tratto si applica la seconda legge della dinamica a un cilindretto infinitesimo di massa dm = p Ads.
A: = Ap.(s) —ps(s+ds)| +dmg=dm?Z,
B: = Ap.(s) —p.(s+ds)]=dmZ,
C: = Ap,(s)—p:(s+ds))—dmg=dmZz,
dove £ = —(2g/L) z & l'accelerazione trovata risolvendo il punto precedente, dato che tutte le parti del fluido si

muovono con la stessa velocita, e quindi con la stessa accelerazione, in modulo. Facendo le dovute sostituzioni
e semplificazioni, si ottiene

2 2z
A: = —Adpz—i—pAgds:—fgszds A PQ(L‘f‘l)a
2 . dp. 2
B: = —Adpzz—fgszds da cui pdis): B: pgfz,
2
C: = —Adpz—pAgds:—fgszds C: pg<2LZ_1>'

Integrando, si ha

2z
A: pg (L+1)5+01
92 Le costanti ¢y, co e c3 si ottengono imponendo le condizioni di
p:(s)=q9B: pg (L) s+c raccordo con 'atmosfera (p|,_, = po) e di continuita nei due
2
C: pg (;—1)5—1—03.

punti curvi.
La costante ¢y si determina imponendo la condizione al contorno con ’atmosfera all’imboccatura del tubo

pz(o) =< =Dpo-

La costante co si ricava imponendo la continuita della pressione nel primo raccordo, situato in s = h — z.
Uguagliando le espressioni dei tratti (A) e (B) in quel punto

2 2
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La costante c3 si calcola allo stesso modo imponendo la continuita nel secondo raccordo, in s = L —h — z, tra i
tratti (B) e (C)

pg(QLZ) (L—h—z)+c2:,og(2Lz—1> (L—h—2)4cs.

2z
Sostituendo il valore di co appena trovato ed elidendo i termini comuni contenenti T si ha

pg(h—2)4+po=—pg(L—h—2)+c3 da cui c3 = po + pg(L — 22).

Alla fine, si ottiene

A potpg(Z41)s= Ltze
Lopoteg | T 5= pg—p— s+ po
2z 2z
px(s) =4 B: potpg|psth—z)= pg 5 s+ pg(h—z)+po
2z L—2z
C: po+pg(L—1>(8—L)= —pg —7— s+ pg(L —22) +po

Nota: si puo osservare che la soluzione trovata non rispetta la legge di Stevino: per esempio, nella parte piu in
basso del tubo, la pressione avrebbe dovuto essere uniforme in ogni punto.

Quesito n. 6.

Nel caso z > 0 si trova che p,(s) & una funzione monotona crescente di s nei primi due tratti, mentre & monotona

decrescente nel terzo tratto, come mostrato in figura a sinistra. Quindi, il punto a pressione maggiore ¢ lo spigolo

di destra (s = L — (h + 2)), in cui

L—2z
L

Invece, nel caso z > 0 si ha che p,(s) & una funzione monotona crescente di s nel primo tratto, mentre &

monotona decrescente nel secondo e nel terzo tratto, come mostrato in figura a destra. Dunque, il punto a
pressione massima & lo spigolo di sinistra (s = h — z), in cui

2z
p=po+pg<1—L>(h+z)=pg (h+2)+po-

2z L+ 2z
p=po+pg<1+L> (h—2z)=pg T (h—=2)+po.

A

p.(s) p.(s)
A B C

NN
v
oo
|
>
w
o
[\
A
o
|

| & L-2h h _ Lk L-2h h |
\ [z] g \

0 h-z L-h-z L s 0 h-z L-h-z L S
Nelle figure la linea grigia da la situazione della pressione in condizioni di equilibrio.

\4

Quesito n. 7.
Riprendendo '’equazione di moto trovata nel Q4
mZ = —2Apg z(t),

si deve aggiungere il contributo dovuto alle forza viscose, F, = 8ruL{v), dove (v) & la media del profilo di
velocita calcolata lungo la sezione trasversale, che puo essere identificata con 2.
L’equazione del moto e, dunque,

mZ=—2Apgz—8rulz = pALZ+8muLz+2Apgz=0.

Dalla forma generale della soluzione fornita nel testo [2(t) = 2o coswte™*/7], derivando due volte rispetto al
tempo, si ottiene

2(t) = —zow sen(wt) e /™ — 2 cos(wt) e /7
T
5(t) = —zow? cos(wt) e VT + g sen(wt) e /T + g sen(wt) e 7 + % cos(wt) et/
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Sostituendo nell’equazione di moto e semplificando si ha

1 2 8 2 8
(72 + fg —w? - pjlli) cos(wt) +w <7_ - p@f) sen(wt) =0 (per qualunque t).
Bisogna quindi imporre che i coefficienti che moltiplicano le due funzioni siano nulli. Dal coefficiente della
funzione seno si ottiene

2 8

2_ 8w . __pA

T pA drtp
Sostituendo 7 nel coefficiente della funzione coseno si trova

2 2
1 2 w2_87m: AT +E_w2_87m47m 2—g—w2— AT ~0
72 L PAT pA pA

L pApA:L
_ 2 (A
W=7 o)

Nota: Qui bisogna supporre che il radicando sia positivo. Questa cosa é implicitamente detta nella richiesta,
dato che si parla di oscillazioni smorzate. I casi in cui il radicando € minore o uguale a zero, detti sovra-smorzati,
non oscillano affatto, decadono e basta.
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