Problema Teorico n. 2

Un cristallo piezoelettrico in risonanza 

con un potenziale elettrico alternato

Considera una sbarra uniforme di lunghezza a riposo ℓ e sezione trasversale di area A (Figura 2a). La sua lunghezza cambia di ℓ quando forze uguali in intensità, F, e in direzione, ma di verso opposto sono applicate ortogonalmente alle facce opposte della sbarra. 

Lo stress T sulla superficie di ognuna estremità della sbarra è definito come T = F/A. La variazione relativa della sua lunghezza, ossia ℓ/ℓ, viene chiamata strain S della sbarra. In termini di stress e strain, la legge di Hooke può essere espressa come
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dove Y è detto modulo di Young del materiale della sbarra. Notare che uno stress T in compressione corrisponde a F < 0 e ad un decremento in lunghezza (cioè ℓ < 0). Un tale stress è pertanto negativo in valore ed è collegato alla pressione p dalla relazione T = -p.


Per una sbarra uniforme di densità , il modulo della velocità di propagazione di onde longitudinali (per esempio, il modulo della velocità del suono) lungo la sbarra è dato da 
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Gli effetti prodotti da smorzamenti e dissipazioni possono essere trascurati nel rispondere alle sottostanti domande. 

Parte A: proprietà meccaniche


Una sbarra uniforme di lunghezza semi-infinita, cioè che si estende da x = 0 a ( (vedi Figura 2b), ha una densità Inizialmente è ferma e non sottoposta a stress. Succes​siva​men​te sulla sua estremità sinistra, nel punto x = 0, un pistone esercita per un tempo brevissimo t una piccola pressione di valore mediamente pari a p, generando un’on​da di pressione che si propaga verso destra con velocità in modulo pari a u.  





(a) Se il pistone induce l’estremità sinistra della sbarra a muoversi ad una velocità costante v (Figura 2b), quali sono lo strain S e la pressione p all’estremità sinistra della sbarra durante il tempo t? (Le risposte devono essere date solamente in ter​mi​ni di , u, e v.) 








[1.6 punti]

(b) Considera un’onda longitudinale che si sta propagando nella sbarra lungo la dire​zio​ne x. Assumendo in x la sezione trasversale della sbarra non deformata (Figura 2c), sia (x, t) lo spostamento dell’onda al tempo t ed assumi 
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dove 0 e k sono delle costanti. Determina la corrispondente velocità v(x, t), lo strain S(x, t), e la pressione p(x, t) in funzione di x e t.




[2.4 punti]

Parte B: proprietà elettromeccaniche (compreso l’effetto piezoelettrico) 


Considera una lastra di cristallo di quarzo di lunghezza b, spessore h e larghezza w (Figura 2d). La sua lunghezza ed il suo spessore sono diretti rispettivamente lungo gli assi x e z. Nelle superfici superiore ed inferiore della lastra (vedi Figura 2d) due sottili rivestimenti metallici formano degli elettrodi. Connessioni elettriche, che svolgono anche la fun​zio​ne di sostegno della lastra (Figura 2e), sono saldate nel centro degli elettrodi, i quali pos​sono essere supposti fermi per oscillazioni longitudinali lungo la direzione x. 


Il cristallo di quarzo in esame ha una densità  = 2.65(103 kg/m3 ed un modulo di Young Y = 7.87(1010 N/m2. 


La lunghezza b della lastra è 1.00 cm e l’ampiezza w e l’altezza h della lastra sono tali che h << w e w << b. 


Con l’interruttore K lasciato aperto, assumiamo che nella lastra di quarzo sono eccitati solamente i modi longitudinali dell’oscillazione di onde stazionarie nella dire​zio​ne x. 


Per un’onda stazionaria di frequenza f =, lo spostamento (x, t) al tempo t di una sezione trasversale della lastra intorno alla posizione di equilibrio x, può essere scrit​ta come   
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(4a)

dove 0 è una costante positiva e la funzione spaziale g(x) è esprimibile in generale nella forma 
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(4b)
g(x) ha valore massimo pari a 1 e k=(/u. 

Ricorda che i centri degli elettrodi non si muovono e che le estremità sinistra e destra della lastra sono libere e devono avere stress (o pressione) nullo.  

(c) Determina i valori di B1 e B2 nell’Eq. (4b) per un’onda stazionaria longitudinale presente nella lastra di quarzo.







[1.2 punti]

(d) Quali sono le prime due frequenze più basse alle quali nella lastra di quarzo pos​so​no essere eccitate onde stazionarie longitudinali?  



[1.2 punti]

L’effetto piezoelettrico costituisce una speciale proprietà di un cristallo di quarzo. La compressione o la dilatazione del cristallo generano un potenziale elettrico attraverso il cristallo, e di converso, un potenziale elettrico esterno applicato attraverso il cristallo induce il cristallo ad espandersi o a contrarsi a seconda della polarità del potenziale elettrico. Di conseguenza, oscillazioni meccaniche ed elettriche possono essere accop​pia​te e fatte risonare per mezzo di un cristallo di quarzo.


Per considerare l’effetto piezoelettrico, siano rispettivamente – e + la densità superficiale di carica elettrica sugli elettrodi superiore ed inferiore, quando la lastra di quarzo è sottoposta ad un campo elettrico E nella direzione z. Indica con S e T rispettivamente lo strain e lo stress della lastra nella direzione x. Quindi l’effetto piezoelettrico del cristallo di quarzo può essere descritto dal seguente insieme di equazioni      
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(5b)

dove 1/Y = 1.27(10−11 m2/N, con Y modulo di Young a campo elettrico costante e T = 4.06(10−11 F/m è la permeabilità elettrica a stress costante, ed infine dp = 2.25(10−12 m/V è il coefficiente piezoelettrico. 


Chiudiamo ora l’interruttore K in Fig. 2d. Il potenziale elettrico alternato V(t) = Vm cos t adesso agisce attraverso gli elettrodi e nella lastra di quarzo viene generato un campo elettrico uniforme E(t) = V(t)/h nella direzione z. 


Nella lastra, quando si raggiunge uno stato stazionario, appare lungo la direzione x un’oscillazione di un’onda stazionaria longitudinale di frequenza angolare . 


Con E uniforme, la lunghezza d’onda e la frequenza f di un’onda stazionaria longitudinale nella lastra sono ancora collegate dall’espressione  = u/f con u dato dall’Eq. (2). Ma, come mostrato dall’Eq (5a), ora la relazione T = YS non è più valida, sebbene le definizioni di strain e di stress rimangono le stesse e le superfici finali della lastra rimangono libere con stress nullo.    

(e) Prendendo in considerazione le equazioni (5a) e (5b), l’espressione in funzione di x e t della densità superficiale di carica elettrica  nell’elettrodo inferiore è della forma
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  dove k =/u. Trova le espressioni di D1 e D2.


  


[2.2 punti]

(f) La carica elettrica superficiale totale Q(t) sull’elettrodo inferiore è collegata a V(t) dalla relazione 
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Trova l’espressione per C0 e l’espressione ed il valore numerico di 2.  [1.4 punti]

 [Foglio Risposte]       Problema teorico n 2

Un cristallo piezoelettrico in risonanza 

con un potenziale elettrico alternato
Dovunque espressamente richiesto, fornisci ciascuna risposta come espressione analitica seguita dai valori numerici e dalle unità di misura. Per esempio:  area del cerchio A =  r2 = 1.23 m2.
(a) Lo strain S e la pressione p nella estremità sinistra sono (in termini di , u e v)

	 S =

	 p =


(b) La velocità v(x, t), lo strain S(x, t) e la pressione p(x, t) sono

	 v(x, t) =

	 S(x, t) =

	 p(x, t) =


(c) I valori di B1 e B2 sono
	 B1 =

	B2=

	(d) Le due più basse frequenze delle onde stazionarie sono (espressione e valore)

 La più bassa

	 La seconda a partire dal basso


(e) Le espressioni di D1 e D2 sono

	 D1=

	 D 2 =


(f) Le costanti 2 (espressione e valore) e C0 sono (espressione solamente)

	 2 =

	 C0 =
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Figura 2d
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Figura 2b
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Figure 2c
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